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Quelques rapides rappels d'hier !

@ poset = partially ordered set
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Quelques rapides rappels d'hier !

@ poset = partially ordered set

{1H{2}{3}
P B
{13{2, 3} {2}{1, 3} {3}{1. 2}
~ | -
{1,2 3}
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mdbius

Fonction de Mdébius et caractéristique d'Euler
Définition

On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

pu(x, x) =1,

pxy) == Y nlxz)

x<z<y

Vx € P
Vx <yeP.

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par j( P)

p(0,1)

{1H{2}{3}
P N
{12, 3t {2M{1, 3t {3}{1 2}
~ |
{1, 2,3}
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Fonction de Mdébius et caractéristique d'Euler
Définition

On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

pu(x, x) =1,

pxy) == Y nlxz)

x<z<y

Vx € P
Vx <yeP.

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par j( P)

p(0,1)

{1H{2}{3}
P N
{12, 3t {2M{1, 3t {3}{1 2}
~ |
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mdbius

Fonction de Mdébius et caractéristique d'Euler
Définition

On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

pu(x, x) =1,

pxy) == Y nlxz)

x<z<y

Vx € P
Vx <yeP.

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par j( P)

p(0,1)

{1H{2}{3}

P N
{123} {21, 3} {341 2}
~ |
1{1,2 3}
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mdbius

Fonction de Mdébius et caractéristique d'Euler
Définition

On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

pu(x, x) =1,

pxy) == Y nlxz)

x<z<y

Vx € P
Vx <yeP.

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par j( P)

p(0,1)

{1H{2}{3}
i B
“1{1}2, 3)-1{2}{1, 3}—1{3}{1, 2}
~ | -
1{1,2 3}
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mdbius

Fonction de Mdébius et caractéristique d'Euler
Définition

On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

pu(x, x) =1,

pxy) == Y nlxz)

x<z<y

Vx € P
Vx <yeP.

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par j( P)

p(0,1)

2{1}{2}{3}
i B
“1{1}2, 3)-1{2}{1, 3}—1{3}{1, 2}
~ | -
1{1,2 3}
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mdbius

Fonction de Mdébius et caractéristique d'Euler
Définition

On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

pu(x, x) =1,

pxy) == Y nlxz)

x<z<y

Vx € P
Vx <yeP.

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par j( P)

p(0,1)

v

Nombre de Mobius — 2{1}{2}{3}
P
—1{1}{2, 3}—1{2}{1, 3}-1{3}{1, 2}
~ |
1{1,2 3}
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Nombres de M&bius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mébius

Homologie du poset
A chaque poset P, on peut associer une homologie.
Définition

Une k-chaine stricte de P est un k-uplet (a1, ..., ax) tel que a; < aj;+1, Vi.J
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mdbius

Homologie du poset
A chaque poset P, on peut associer une homologie.
Définition

Une k-chaine stricte de P est un k-uplet (a1, ..., ax) tel que a; < aj+1, VI.J

Soit C, I'espace vectoriel engendré par les k + 1-chaines strictes. On pose
C_; = C.e. On munit I'ensemble (Cy)x>_1 des bords :

p
O(ar < ... <ar1) =D () (aa < ... <& < ... < a),
i—1

(a1 < ... < akt1) € Ck. Ona: 9k o00ksr1 =0.
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mdbius

Homologie du poset
A chaque poset P, on peut associer une homologie.
Définition

Une k-chaine stricte de P est un k-uplet (a1, ..., ax) tel que a; < aj+1, Vi.J

Soit C, I'espace vectoriel engendré par les k + 1-chaines strictes. On pose
C_; = C.e. On munit I'ensemble (Cy)x>_1 des bords :

p
O(ar < ... <ar1) =D () (aa < ... <& < ... < a),
i—1

(a1 < ... < akt1) € Ck. Ona: 9k o00ksr1 =0.
On définit I'homologie (réduite) du poset par :

/:Ij = keraj/im6j+1.
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mdbius

Lien entre I'homologie du poset et son nombre de Mébius
Théoreme (Hall, Stanley)

Le nombre de Mébius d’un poset et son homologie sont reliées par

u(P)=>"(-1)dim ;= Y (~1) dim G,

i>0 j>-1

ou P est le poset obtenu en rajoutant un minimum et un maximum a P.

v
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mdbius

Lien entre I'homologie du poset et son nombre de Mébius
Théoreme (Hall, Stanley)

Le nombre de Mébius d'un poset et son homologie sont reliées par :

u(P)=>"(-1)dim ;= Y (~1) dim G,

i>0 j>-1

ou P est le poset obtenu en rajoutant un minimum et un maximum a P.

Définition
Un poset est Cohen-Macaulay si son homologie est concentrée en degré
maximal (homotope & un bouquet de sphéres).

v
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets et Nombres de Mdbius

Lien entre I'homologie du poset et son nombre de Mébius
Théoreme (Hall, Stanley)

Le nombre de Mébius d'un poset et son homologie sont reliées par :

u(P)=>"(-1)dim ;= Y (~1) dim G,

i>0 j>-1

ou P est le poset obtenu en rajoutant un minimum et un maximum a P.

Définition
Un poset est Cohen-Macaulay si son homologie est concentrée en degré
maximal (homotope & un bouquet de sphéres).

v

On obtient :

w(P) = (—1)<dim H, = _Z (~1Y dim C;.
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions
Partitions
Z(0 0.0
Définition

Une partition d'un ensemble | est un ensemble de parties non vides de |
deux a deux disjointes et qui recouvrent |.

Ensemble des partitions de {1,2, 3,4}

{1,2,3,4}
{1}{2,3,4}, {2}{1.3,4},{3}{1,2,4}, {4}{1,2,3}
{1,2}{3,4},{1,3}{2.4},{1,4}{2,3}
{1,23{3}{4}, {1,3}{2}{4}, {1, 4}{2}{3},
{2,3H13{4}, {2, 4H{1}{3}, {3, 4}{1 {2}
{12134}
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions

Un ordre partiel sur les partitions

Soit n, un entier naturel,

Définition

Le poset des partitions sur n éléments I, est le poset dont I'ensemble

sous-jacent est I'ensemble des partitions de n muni de I'ordre partiel
suivant : py < pp <= toute part de p1 est union de parts de p>

{1}{2}{3}

(U231 (132 ((1.2)43})

{1,2,3}

Figure: Le poset I3
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Nombres de M&bius et posets de partitions semi-pointées

Proposition
Les posets de partitions sont Cohen-Macaulay.
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Nombres de M&bius et posets de partitions semi-pointées

Proposition
Les posets de partitions sont Cohen-Macaulay. J

Le nombre de Mé&bius du poset des partitions sur n éléments est donné par :

(-1)"}(n - 1) J
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Partitions semi-pointées

Définition

Une partition semi-pointée est une partition sur un ensemble de "pointable”
(o) et un ensemble de "non pointable” (s ) vérifiant :
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Partitions semi-pointées

Définition

Une partition semi-pointée est une partition sur un ensemble de "pointable”
(o) et un ensemble de "non pointable” (s ) vérifiant :

{e0e} — B (pointée en un pointable)

{e @} — M (pointée en un pointable) ou M (non pointée)

fee} -

B (non pointée)
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Nombres de M&bius et posets de partitions semi-pointées

Partitions semi-pointées

1,23
o
{i,2,3}
{1,2,3}
{1,2,3}
{1,213}
{1H2,3}
{1H{2}{3}

1,2, 3,4 1,2
o 1
{1,2,3,4} {1,2}
{1,2,3,4} {1} {2}

{1,2,3,4}
{1,2}{3,4}
{2,4}{1,3}
{2,4} {1,3}
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DR P T A
Partitions non pointées, pointées et semi-pointées

Série génératrice des partitions semi-pointées :

xeyp
Z #PSPZ”’EI_'DI =exp ((x +1)eX —&¥) — 1

x,y>0
0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 5 15 52
1 1 3 8 25 89 354
2 3 10 35 133 | 552 | 2493
3| 10 41 173 | 768 | 3637
4| 41 196 | 953 | 4815
51| 196 | 1057 | 5785
6 | 1057 | 6322
7 | 6322

27
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Partitions non pointées, pointées et semi-pointées

Série génératrice des partitions semi-pointées :

xeyp
Z #PSPyp—— = exp (x+ 1)t —e) -1
oty p!
0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 5 15 52 | — Nombres de Bell
1 1 3 8 25 89 354
2 3 10 35 133 | 552 | 2493
3| 10 41 173 | 768 | 3637
4| 41 196 | 953 | 4815
51| 196 | 1057 | 5785
6 | 1057 | 6322
7 | 6322
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille { et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 < pp <= toute part de p; est union de parts de p»
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille { et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 < pp <= toute part de p; est union de parts de p»

Et si
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille { et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 < pp <= toute part de p; est union de parts de p»

Et si une part de p; est pointée en un élément x seulement si
I'élément x était pointé dans une part de p-.
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [13 = 13

{1H{2}{3}

({({23)  ((L3Hey]) ((L233Y)

{1,2,3}
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [15 1

{1H{2}{3}

({132 (3] (s (2 (2]

(23] ({1.23})
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [1; o

(L) () (des] (Wesy) (waey) (d2)]
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [l 3

(e (3] (W] (Wesy) (e (23]
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Nombres de M&bius et posets de partitions semi-pointées

Proposition (D.O.)

Ces posets sont Cohen-Macaulay.
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées
Proposition (D.O.)

Ces posets sont Cohen-Macaulay.

Démonstration.

Par semi-modularité totale (Pour tout intervalle [a,b] du poset et tous x,y,t
de [a,b] tels que x et y couvrent t, il existe z de [a,b] couvrant x et y.)
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées
Proposition (D.O.)

Ces posets sont Cohen-Macaulay.

Démonstration.

Par semi-modularité totale (Pour tout intervalle [a,b] du poset et tous x,y,t
de [a,b] tels que x et y couvrent t, il existe z de [a,b] couvrant x et y.)

b
7
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Nombres de Mobius et posets de partitions semi-pointées Posets de partitions semi-pointées

Proposition (D.O.)

Ces posets sont Cohen-Macaulay.

Démonstration.

Par semi-modularité totale (Pour tout intervalle [a,b] du poset et tous x,y,t
de [a,b] tels que x et y couvrent t, il existe z de [a,b] couvrant x et y.) [
v

But :

Quels sont les nombres de M&bius du poset ?
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Les espeéces a la rescousse !

e Les especes a la rescousse !
@ Notre outil : les especes (sur deux ensembles)
@ Relations entre especes
@ Nombres de Mobius des posets de partitions semi-pointées
@ Pourquoi tout ¢a?
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Exemples
e {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)} (espece LL des
listes sur {1,2,3})
e {{1,2,3}} (espeéce des ensembles E)
o {{1},{2},{3}} (espece des ensembles pointés IP)

o dand dapb g

arbres enracinés A)

Ces ensembles sont les images par des espéces de {1, 2, 3}.
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Exemples

0 (0, 0, &), (0, &, &), (4,0, &), (4, %, D), (%, D, &), (b, h, D)}
(espece L des listes sur {&, 0, M})

o {{O, M, &}} (espece des ensembles E)
o {{O}, {M},{Md}} (espece des ensembles pointés IP’)

(agpddagsl et s

arbres enracinés A)

Ces ensembles sont les images par des especes de {, O, d}.
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Exemples
o {{1,1,2}}(espice des ensembles 2-colorés [E?)

o { %® ®% }H(espece des foréts de d’arbres a racines bleues et

autres sommets verts C;)

Ces ensembles sont les images par des espéces de {1,2} et {1}.
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Exemples
o {{1,1,2}}(espice des ensembles 2-colorés [E?)

o { %® ®% }H(espece des foréts de d’arbres a racines bleues et

autres sommets verts C;)

o {{(1,2); 10 HA{(2,1); 13}} (espéce des listes sur e et cycles sur o)

Ces ensembles sont les images par des especes de {1,2} et {1}.
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Exemples
o {{1,1,2}}(espice des ensembles 2-colorés [E?)

o { %® ®% }H(espece des foréts de d’arbres a racines bleues et
autres sommets verts C;)
1D 1D : :
o {{(1,2); HA{(2,1); }} (espéce des listes sur e et cycles sur o)

o {{1,2,1},{LZ,1}, {1,2,1}, {1{T,2}, {LH{L 2}, {THL 2},
{1H{1,2}, {2}{1,1}, {2}{1, 1}, {1}{1}{2}}(espece des partitions

semi-pointées PSP)

Ces ensembles sont les images par des especes de {1,2} et {1}.
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Les espeéces a la rescousse !

Qu'est-ce qu'une espece ?

Définition
A deux ensembles finis | et J, I'espéce F associe un ensemble fini F(I,J)
indépendant de la nature de | et de J.
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Qu'est-ce qu'une espece ?

Définition
A deux ensembles finis | et J, I'espéce F associe un ensemble fini F(I,J)
indépendant de la nature de | et de J.

Contre-exemple

L’ensemble suivant ne peut pas étre obtenu comme I'image d'un ensemble
par une espece : {{1,1,2},{1,1,2},{1,2,1}} (ensemble des produits de
mélange entre {1,2} et {1})
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition

Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées :

o (F+G)(I,J) = F(I,J) LU G(I,J), (addition)
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition

Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées :

o (F+G)(I,J) = F(I,J)U G(I, J), (addition)
o (FxG)(I,J) = hup=1 X nun=s F(h, 1) x G(k, J2), (produit)
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition

Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées :

o (F+G)(I,J) = F(I,J)U G(I, J), (addition)
o (FxG)(I,J) = hup=1 X nun=s F(h, 1) x G(k, J2), (produit)

o Si G(0,0) = 0, (B0 G)(I,J) = Unepgu Hper G(pO 1, p 11 ),
(substitution) ou P(/ U J) est I'ensemble des partitions de /U J.
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition

Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées :

o (F+G)(I,J) = F(I,J)U G(I, J), (addition)
o (FxG)(I,J) =X hup=1 2 nun=y F(h,h) x G(k, J2), (produit)
o (FxG)(I)=>pun= F(h) x G(k), (produit)

o Si G(0,0) = 0, (B0 G)(I,J) = Lyepgu Iper GO 1, p 11 ),
(substitution) ou P(/ U J) est I'ensemble des partitions de /U J.
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition
Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées :

o (F+G)(I,J)=F(I,J)u G(I,J), (addition)

o (FxG)(I,J) =X hun=1 X nun=y F(h, ) x G(k, J2), (produit)

o (FxG)(I)= > hUb=1 F(h) x G(h), (produit)

° SiG(0,0) =0, (Eo G)(/,J) = Urepus [per GlpOV, PN ),
(substitution) ou P(/ U J) est I'ensemble des partitions de / U J.

Exemple de substitution : Ensembles d’ensembles 2-colorés (IE o E?)
sur {1,2} et {1}.
Avec la décomposition {1,2,1} :

{{1, 1, 2},
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition
Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées :

o (F+G)(I,J)=F(I,J)u G(I,J), (addition)

o (FxG)(I,J) =X hun=1 2 nup=s F(h,J1) x G(k, J2), (produit)

o (FxG)(I)=>pun= F(h) x G(k), (produit)

0 Si G(0,0) = 0, (Eo 6)(I,J) = Unepguy Tper G(p N 1,p N J),
(substitution) ou P(/ U J) est I'ensemble des partitions de / U J.

Exemple de substitution : Ensembles d’ensembles 2-colorés (IE o E?)
sur {1,2} et {1}.
Avec la décomposition en deux parts :

{1,125, {1, 23 {1}, {1, 1} { 2}, {1} { 1, 2},
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Opérations sur les especes et séries génératrices

Proposition
Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées :

o (F+G)(I,J)=F(I,J)u G(I,J), (addition)

o (FxG)(I,J) =X hun=1 2 nup=s F(h,J1) x G(k, J2), (produit)

o (FxG)(I)=>pun= F(h) x G(k), (produit)

0 Si G(0,0) = 0, (Eo 6)(I,J) = Unepguy Tper G(p N 1,p N J),
(substitution) ou P(/ U J) est I'ensemble des partitions de / U J.

Exemple de substitution : Ensembles d’ensembles 2-colorés (IE o E?)
sur {1,2} et {1}.
Avec la décomposition en trois parts :

{{1,1,2}, {1, 23{1}, {1, 1}{2}, {1}{1,2}.{1} {1} { 2}}
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(RSSO NEN U Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Définition
A une espéce F, on associe sa série génératrice :

x! yP

Crixy)= > #F({1,....0},{1,...,p}) Aol

£,p>0
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Les especes a la rescousse ! Notre outil : les espéces (sur deux ensembles)

Définition
A une espéce F, on associe sa série génératrice :

xlyP
Cr(x,y) = 3 #F{L,....03,{1,...,p}) E!Z!'

£,p>0

Exemples de séries génératrices :
o La série génératrice de |'espece des ensembles 2-colorés est :
Cr2 = exp(x + y).
@ La série génératrice de I'espece des listes sur bleu et cycles sur vert est
1

= X —In(1—-y).

12
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Rappelons-nous la section précédente !

1}{2}{3}

/

(L] () (Wes] (Wesy) (e (d2)]
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(L] () (Wes] (Wesy) (e (d2)]

1 0 2
My My, ni,

Bérénice Delcroix-Oger (ICJ -Lyon) osets de partitions i-pointées Journées Combinatoires, Bordeaux 2015



Les espeéces a la rescousse !

Rappelons-nous la section précédente !

Définition

Une k-chaine stricte de I'If,’g est un k-uplet (ai,...,ax), aj < aj+1, a1 # 0
et ap # 1.
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

Rappelons-nous la section précédente !

Définition

Une k-chaine stricte de I'If%g est un k-uplet (ai,...,ax), aj < aj+1, a1 # 0
et ap # 1.

p(N9 ) = (=1)*dim Hi (M%) = S (~1Y 1 #CSh ()

j>0
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

Rappelons-nous la section précédente !

Définition
Une k-chaine stricte de I'If, ¢ est un k-uplet (ay,

.,ak), aj < ajy1, a1 756
et ap # 1.

p(N9 ) = (=1)*dim Hi (M%) = S (~1Y 1 #CSh ()

j>0
S u(M ) = 3 (~ 1)k dim A(ME ) = S S (~1y 4 Csi(ME ).
(4 4 0 j>0
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Compter les chaines strictes a I'aide de chaines larges
Définition

Une k-chaine large de partitions semi-pointées de I_Iz’e est un k-uplet
(a1,...,ak), ol aj = aj+1.
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Compter les chaines strictes a I'aide de chaines larges
Définition

Une k-chaine large de partitions semi-pointées de N’ p0 €st un k-uplet
(a1,...,ak), ol aj = aj+1.

Soit My s I'ensemble des mots sur {0,1} de longueur k, contenant s lettres
"1". L'espece M s est définie par :

(®7®) Mk,s;
0,0

—
(U, V) #0,0) — 0.

Bérénice Delcroix-Oger (ICJ -Lyon) Posets de partitions semi-pointées Journées Combinatoires, Bordeaux 2015



Compter les chaines strictes a |'aide de chaines larges
Définition

Une k-chaine large de partitions semi-pointées de I° p0 €st un k-uplet
(a1,...,ak), ol aj = aj+1.

Soit My s I'ensemble des mots sur {0,1} de longueur k, contenant s lettres
"1". L'espece M s est définie par :

(@,@) — Mk,s;
(U,V)#(0,0) — 0.

0
Dans I'IM

Proposition

Les especes CLy des k-chaines larges et CS; des i-chaines strictes sont
reliées par : CLx = ZiZl CS;_1 % Mkﬂ' + EiZO CSi x My,.
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre espéces

Proposition

Les especes CL des k-chaines larges et CS; des i-chaines strictes sont
reliées par :

CLL2D CSiiy X Myi+ Y CSi x M.

i>1 i>0

Démonstration.

chalne sans répétition et sans minimum,
de longueur s

Elimination des répétitions (3iy,---»ai,)

(a1, ..., ak)

Uj:05| aj = aj—1, 1 sinon (U]_,...,Uk)

mot de Tongueur k avec s 1

en posant ag = 0. []
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

Proposition

Les especes CL des k-chaines larges et CS; des i-chaines strictes sont

reliées par :

CL = Z(?S,‘,l X Mk,i + ZCS,‘ X Mk,i-

i>1

i>0

Démonstration.

chaine sans répétition et sans minimum, | (a;,...,a;,)

Elimination des répétitions

(a1, ..., ak)

uj=0siaj =aj_1, 1 sinon

de longueurs

(a,-l, ey a,-s)

(ul,...,uk)

“sinon

Sl a;. maximum (ai,---,ai ;)

mot de Tongueur k avec s 1

en posant ag = 6
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

La proposition précédente donne, pour tout entier naturel k :

n—1 k n—2 k
#CLk=I; I_ #Cs,-_1+§ I. #CS;.
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

La proposition précédente donne, pour tout entier naturel k :

n—1 k n—2 k
#CLk=; I_ #Cs,-_1+§ / #CS;.

Le nombre de k-chaines larges est donc un polyndme P(k) en k qui donne,
évalué en —2, les nombres de Mobius voulus :

Corollaire
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

Nous notons CL I'espéce associée aux chaines larges des posets I'If,é.

La somme des nombres de Mébius des posets est donc donnée par C' ,. J
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

Nous notons C,’( I'espéce associée aux chaines larges des posets I'Ifjg.

La somme des nombres de Mébius des posets est donc donnée par C' ,. J

Remarque : Une k-chaine large de I'If,x pour 6 € {0,...,¢} est équivalente
a une k + 1-chaine large dans [, , dont le minimum est en une part.
Nous notons de plus :

@ Cp, I'espece des chaines larges de [, , dont le minimum est en une
part pointée,

e C, I'espéce des chaines larges de MM, dont le minimum est en une
part non pointée.
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

Nous notons C,’( I'espéce associée aux chaines larges des posets I'Ifjg.

La somme des nombres de Mébius des posets est donc donnée par C' ,. J

Remarque : Une k-chaine large de I'If,x pour 6 € {0,...,¢} est équivalente
a une k + 1-chaine large dans [, , dont le minimum est en une part.
Nous notons de plus :
@ Cp, I'espece des chaines larges de [, , dont le minimum est en une
part pointée,
e C, I'espéce des chaines larges de MM, dont le minimum est en une
part non pointée.

Nous allons calculer >~ ,u(l_lf,,e). J
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

Relations entre especes

Proposition
Les espéces Cp, C; et C,’( sont reliées par les relations suivantes :
Ch_1=Cp+C;.
Ch=CiyEo (Ci+Cy),

CX =EoCl,-EoCi~EoCi i,

Démonstration.
o
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

Relations entre especes

Proposition
Les espéces Cp, C et C} sont reliées par les relations suivantes :
Ch1 = Ch+Ci.
Ch=Ci1-Eo(Chyi+CS,),
Ci=EoC; ;-EoCp_; —EoCp_y,

Démonstration.
o Cette égalité vient de la remarque précédente.
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Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

Relations entre especes
Proposition

Les espéces Cp, C; et C} sont reliées par les relations suivantes :
I
Cio1 =Cr+Cf.
Ch=Chy Eo(Ch,+C4),

Cl=EoC; ;-EoCp_; —EoCp_y,

Démonstration.
@ Notons a; < ap < --- < g, une k-chaine dont le minimum est en une
part pointée. Le pointage de a; est issue d’'une part pointée de ay. La
décomposition s’effectue ensuite selon les parts de a».

O]

v

Bérénice Delcroix-Oger (ICJ -Lyon) Posets de partitions semi-pointées Journées Combinatoires, Bordeaux 2015



Les espeéces a la rescousse ! Relations entre especes

Relations entre especes
Proposition

Les espéces Cp, C; et C} sont reliées par les relations suivantes :
I
Cio1 =Cr+Cf.
Ch=Chy Eo(Ch,+C4),

Cl=EoC; ;-EoCp_; —EoCp_y,

Démonstration.
@ Notons a; < ap < --- < g, une k-chaine dont le minimum est en une
part non pointée. a, doit alors avoir au moins une part non pointée.
La décomposition s'effectue ensuite selon les parts de ap.

O]

v
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Application : Calcul des nombres de Mdbius
Proposition
Pour tout entier relatif k, les séries génératrices C}, C;* et C} vérifient les

relations suivantes :

. X
r=Ch_; X eck71+ck—1,

. X
C: — %1 (eck—l _ 1) ,

CL_]_ - Z‘i‘cl)((
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Nombres de M&bius des posets de partitions semi-pointées
Application : Calcul des nombres de Mdbius
Proposition

Pour tout entier relatif k, les séries génératrices C}, C;* et C} vérifient les

relations suivantes : y
L]
r=Ch_; X eck71+ck—1,

. X
C: — %1 (eck—l _ 1) ,

CL_]_ - Z‘i‘cl)((

Avec les conditions initiales :

C) =xe" et CJ = & — X,
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Nombres de M&bius des posets de partitions semi-pointées
Application : Calcul des nombres de Mdbius
Proposition
Pour tout entier relatif k, les séries génératrices C}, C;* et C} vérifient les
relations suivantes :

. X
r=Ch_; X eck71+ck—1,

. X
C: — %1 (eck—l _ 1) ,

CL_]_ - Z‘i‘cl)((

Avec les conditions initiales :

C) =xe" et CJ = & — X,

Nous obtenons I'équation fonctionnelle

x=C%, (y + ec°—1> } J
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Les nombres de Mobius

Théoreme (D.O.)

Pour un ensemble de "pointable” de taille ¢ et de "non-pointable” de taille
» ¢ » [
p, Le coefficient %PL;J dand la série C* | est donné par :
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Les nombres de Mobius

Théoreme (D.O.)

Pour un ensemble de "pointable” de taille ¢ et de "non-pointable” de taille
» ¢ » [
p, Le coefficient %po dand la série C* | est donné par :

(_1)Z+p—1 (Z +p— 1)!

B p)
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Les nombres de Mobius

Théoreme (D.O.)

Pour un ensemble de "pointable” de taille ¢ et de "non-pointable” de taille
» ¢ » [
p, Le coefficient %PL:J dand la série C* | est donné par :

_1(f+p—1)! _
-1 L+p 1( / -1
()T )
La somme des nombres de Mébius des intervalles maximaux du poset 1, ,
est donné par les coefficients de C' , :

Bérénice Delcroix-Oger (ICJ -Lyon) Posets de partitions semi-pointées

Journées Combinatoires, Bordeaux 2015




Les nombres de Mobius

Théoreme (D.O.)

Pour un ensemble de "pointable” de taille ¢ et de "non-pointable” de taille

» ¢ - -
p, Le coefficient ’2!—;’? dand la série C* ; est donné par :

R

La somme des nombres de Mobius des intervalles maximaux du poset [, ¢
est donné par les coefficients de C' , :
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Les nombres de Mobius

Théoreme (D.O.)

Pour un ensemble de "pointable” de taille ¢ et de "non-pointable” de taille
. ¢ . .
p, Le coefficient ’2!—2: dand la série C* | est donné par :

L Cultk

o ¢t p)y !

La somme des nombres de Mobius des intervalles maximaux du poset [, ¢
est donné par les coefficients de C', :

(1P (p— 1)L
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Les nombres de Mobius

Théoreme (D.O.)

Pour un ensemble de "pointable” de taille ¢ et de "non-pointable” de taille
p, Le coefficient e,y, dand la série C* | est donné par :

(_1)€+P*1 (Z(-;fz);l)'(g_i_ )Zfl

La somme des nombres de Mébius des intervalles maximaux du poset [, ,
est donné par les coefficients de C

(-1
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Les nombres de Mobius

Théoreme (D.O.)

Pour un ensemble de "pointable” de taille { et de "non-pointable” de taille
p, Le coefficient 5% w p| dand la série C* | est donné par :

(—1)t+e-1 (g(‘;fz)!l)! (+ p)?

La somme des nombres de Mébius des intervalles maximaux du poset I, ,
est donné par les coefficients de C'

(_1)€+p 1(€+P 1) (e_i_p)e‘
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Les espeéces a la rescousse !

Preuve du premier point : Théoréme d'inversion de
Lagrange

x=C% (y + ec.—1> ) J
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Preuve du premier point : Théoréme d'inversion de
Lagrange

x=0C% (y + ec.—1> .

En appliquant le théoreme d’inversion de Lagrange :

ce Z Xé ( o )f—l ( 1 )Z
1= — | = 2 .
>1 EI 82 y + e 2=0

.. £y,p /-
Nous obtenons le coefficient %72+ dans la série C°, :

({4 p—1)!
(e—1)

GV (+p)
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Preuve du premier point : Théoréme d'inversion de
Lagrange

x=0C% (y + ec.—1> .

En appliquant le théoreme d’inversion de Lagrange :

ce Z Xé ( o )f—l ( 1 )Z
1= — | = 2 .
>1 EI 82 y + e 2=0

.. £y,p /-
Nous obtenons le coefficient %72+ dans la série C°, :

(_1)€+p—1 (ﬁ +p— 1)!

o F p)t

. . Lyp L.
Nous voulons pour coefficient de 77+ dans la série c',:

1+ p=1)
(_1)€+p 1( I;! )

(£+p)".
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Les espeéces a la rescousse !

Nous voulons pour coefficient de %%~ 13' dans la série C',

(_1)Z+p—1 (£+ '[Z|_ 1)!(€+ P)Z-

Bérénice Delcroix-Oger (ICJ -Lyon) Posets de partitions semi-pointées



Nous voulons pour coefficient de %%~ é, dans la série C',

(_1)€+p—1W(g + p)*.

Lemme

Les séries génératrices C' , et C* | vérifient I'équation différentielle
suivante :
oc’, 0C* 0C*

Xé?x - ox Ty oy
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Les espeéces a la rescousse !

Perspectives

@ Action des groupes symétriques sur I'homologie des posets (

)
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Les espeéces a la rescousse ! Pourquoi tout ¢a?

Perspectives

@ Action des groupes symétriques sur |'homologie des posets (Lien avec
I'opérade 2-colorée associée aux partitions semi-pointées)
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Les espeéces a la rescousse ! Pourquoi tout ¢a?

Perspectives

@ Action des groupes symétriques sur |'homologie des posets (Lien avec
I'opérade 2-colorée associée aux partitions semi-pointées)

@ Algebre de Hopf d'incidence :
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Les espeéces a la rescousse ! Pourquoi tout ¢a?

Perspectives

@ Action des groupes symétriques sur I'homologie des posets (Lien avec
I'opérade 2-colorée associée aux partitions semi-pointées)

@ Algebre de Hopf d'incidence :
Proposition

L’algeébre de Hopf d’incidence des posets de partitions semi-pointées est
isomorphe a la structure d’algébre de Hopf sur I'algebre des polynémes en

les variables (az,/)k,lzl,ee{o,l} donnée par la composition de paires de
séries formelles (F, G) de la forme suivante :

Xk /
F=x+3 19 5%

k
G=y+> k1 kak );i_y
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Les espeéces a la rescousse !

Merci de votre attention !
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Les espeéces a la rescousse ! Merci!

Poset des partitions [,

{1{2H{3H{4}

((1213H4 ) ({3 ((0{23H4)) (L4218 (112413} [(1H2H3.4))

({1.2,3}{4}])({1,2.41{3} ({1, 23,4} [ {1, 3}{2, 4} ({1, 3, 412} ) ({1, 4}{2, 3} ]({1}{2. 3, 4})

{17 27 37 4}
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