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e Les posets de partitions semi-pointées
@ Partitions et partitions semi-pointées
@ Posets de partitions
@ Posets de partitions semi-pointées
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Partitions

Définition
Une partition d’un ensemble | est un ensemble de parties non vides de |
deux a deux disjointes et qui recouvrent |.

Ensemble des partitions de {1,2, 3,4}

{1,2,3,4}
{1}{2,3,4},{2}{1,3,4},{3}{1,2,4}, {4}{1,2,3}
{1,2}{3,4},{1,3}{2,4},{1,4}{2,3}
11,23 {3H4}, {1, 312} {4}, {1, 4:{21{3},
12,31 {1H4}, {2,411} {3}, {3, 4 {12}

{1H{2H3H 4}
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Partitions semi-pointées

Définition

Une partition semi-pointée est une partition sur un ensemble de "pointable”
(o) et un ensemble de "non pointable” (s) vérifiant :
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Partitions semi-pointées

Définition

Une partition semi-pointée est une partition sur un ensemble de "pointable”
(o) et un ensemble de "non pointable” (s) vérifiant :

{e0e} — B (pointée en un pointable)

{e e e} — W (pointée en un pointable) ou M (non pointée)

fee} -

B (non pointée)
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Partitions semi-pointées

1,2, 3 1,2, 3,4 1,2
o 4 1
{i,2,3} {i,2,3,4} {1,2}
{1,2,3} {1,2,3,4}
{1,2,3} {1,2,3,4}

{1,2}{3} {1,2}{3,4}
{1}{2,3} {2,4}{1,3}
{(1H2H3) {24} {13}
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Partitions non pointées, pointées et semi-pointées

Série génératrice des partitions semi-pointées :

exp ((x + 1) — &) — 1

0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 5 15 52
1 1 3 8 25 89 354
2 3 10 35 133 | 552 | 2493
3| 10 41 173 | 768 | 3637
4| 41 196 | 953 | 4815
5] 196 | 1057 | 5785
6 | 1057 | 6322
7| 6322
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Partitions non pointées, pointées et semi-pointées

Série génératrice des partitions semi-pointées :

exp ((x + 1) —e¥) — 1

0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 5 15 52 | — Nombres de Bell
1 1 3 8 25 89 354
2 3 10 35 133 | 552 | 2493
3| 10 41 173 | 768 | 3637
4| 41 196 | 953 | 4815
51 196 | 1057 | 5785
6 | 1057 | 6322
7 | 6322
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Partitions non pointées, pointées et semi-pointées

Série génératrice des partitions semi-pointées :

exp ((x + 1) —e¥) — 1

0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 5 15 52 | — Nombres de Bell
1 1 3 8 25 89 354
2 3 10 35 133 | 552 | 2493
3| 10 41 173 | 768 | 3637
4| 41 196 | 953 | 4815
51 196 | 1057 | 5785
6 | 1057 | 6322
7 | 6322

Les partitions semi-pointées sont des interpolations entre les partitions et
les partitions pointées.
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Un ordre partiel sur les partitions
Soit n, un entier naturel,

Définition
Le poset des partitions sur n éléments I, est le poset dont |'ensemble

sous-jacent est |'ensemble des partitions de n muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 < po <> toute part de py est union de parts de p;

{1,2,3}

(1H2.3))  ({(L3H2y)  ({1.213})

{1H2}{3}

Figure : Le poset 3
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Poset des partitions [,

{1234}

((L2H3H4 ) ({L3H2He) ((0{23H4)) (a2 (2413} [{H{2HE.4)

({12,314} ])({1,2, 413} ({1, 213, 4} J{{1, 312, 4} ({1, 3,412} ) ({1, 4}{2, 3} [{1}{2. 3. 4})

{1,2,3,4}
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Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille ¢ et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 < pp <> toute part de p; est union de parts de p
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Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille ¢ et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 < pp <> toute part de p; est union de parts de p

Et si
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Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille ¢ et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 < pp <> toute part de p; est union de parts de p

Et si une part de p;, est pointée en un élément x seulement si
I'élément x était pointé dans une part de p-.
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Poset des partitions semi-pointées [13 = 13

(o)

({23 (L3 ((.2343Y)

{1H2H{3}
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Poset des partitions semi-pointées [13 ;

A3,
(L.2.3)]) ({1.23}1)

P i\

(3] (03 (e (23] (2

{1H2}{3}
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Poset des partitions semi-pointées [13 5

{i,2}{3}]

(L) (W) ([[Wesy] (o)

({1,312}
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Poset des partitions semi-pointées [13 3

{i,2}{3}]

(way) (W) ([[Wesy] ()

({1,312}
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© Algebre de Hopf d’incidence
@ Algebre de Hopf d’incidence
@ Algebre de Hopf d’incidence des posets de partitions semi-pointées
@ Applications
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Algebre de Hopf

Définition
Une algébre de Hopf (A, x,n, A, €) est une :
@ algébre (A, x,n)
@ cogeébre (A, A, ¢)
telles que A et € soient des morphismes d’algébres.
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Algebre de Hopf d'incidence

Définition
Le produit direct de deux posets P et Q est I'ensemble P x Q muni de
['ordre partiel suivant :

(x1,%2) <p,xp, (Y1,¥2) <= x; <p, yiVi € {1,2}

Considérant une famille de posets bornés (p,),

on peut lui associer une algebre P

dont le produit est le produit direct

et dont I'élément neutre noté 1 est le poset a un seul élément.
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Si la famille (p,) est stable par intervalles,
on peut lui associer un coproduit défini comme suit pour tout poset P :

A[P] = Z[OP’X] ® [x, 1p],
xeP

Théoreme (W.R. Schmitt, 1994)

L'algebre P obtenue est une algébre de Hopf appelée algébre de Hopf
d’incidence du poset.
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Algebre de Hopf de Faa di Bruno

L'algebre de Hopf d'incidence des posets des partitions est I'algebre de
Hopf de Faa Di Bruno.
Le coproduit de cette algebre de Hopf est donné par :

nn n k n I_I,' ji I_Ik
A<7):Z 2 (h J)H(T') 2
Y k=1 Ul>-~~,jn)€N yoeadn) iy | |

D di=k Yoy di=n

Cette algebre de Hopf est isomorphe a I'algébre de Hopf K][ay, ap, .. .] sur
les séries formelles f(t) =t + 3,55 fuly avec A(a,)(f ® g) = an(f o g).
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Notations

Nous notons :
@ 7, le minimum du poset des partitions semi-pointées avec ¢
"pointables” et p "non pointables”,
° I'Illj’g I'intervalle maximal entre 7, ¢ et la partition en une part pointée
enl,

° I'IIIM I'intervalle maximal entre 7, , et la partition en une part non
pointée.
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Intervalles dans les posets de partitions semi-pointées

Proposition

Soit p une partition semi-pointée dans un poset de partitions semi-pointées
ne,.
p,t

o L'intervalle [p; M ] de NY , est isomorphe 3 N7,

ou j est le nombre de parts dans p et | est le nombres de parts
pointées dans p.

e L'intervalle [, ¢; p] de I'If,j est isomorphe a un produit de posets de
partitions semi-pointées,
avec un facteur I'I},j’gj pour chaque part pointée de p de taille n; avec
{; éléments "pointables”
et un facteur I'I?,J_’éj pour chaque part non pointée de p de taille n;
avec {; éléments 'pointables”.
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Algebre de Hopf d'incidence des posets de partitions
semi-pointées

Nous considérons |'algebre de Hopf d'incidence associée a la famille des
|-|9
psL:
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Algebre de Hopf d'incidence des posets de partitions
semi-pointées

Nous considérons |'algebre de Hopf d'incidence associée a la famille des
|-|9
psL:

Calculons son coproduit...
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Calcul du coproduit

>y Y Y ¥ sznp,,, e,

J=1p1,pj>0, £1,..,6;>0  0;,....0;€{0;1} =

Yapi=p Yl 9“”

STlo 0<Y L 0140

ou Cg,f est le nombre de partitions ayant j parts, avec dans chaque part
l1,...,{; éléments "pointables” et py, ..., p; éléments "non pointables” et
tel que la /™€ part soit pointée si 6; est 1 et non pointée sinon.
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Théoreme

Le coproduit de I'algébre de Hopf d’incidence des partitions semi-pointées
est donné par :

anr/k /+k ki e n?+k k n?ﬂrqp
A iy i i Ri )
(ll(k 0)! ) 2 ZH/Ik—l)l H+1 il

p+a>1 (k) i=1 q'(p - 0)!

ou la seconde somme décrit I'ensemble des p + q-uplets (I, ..., lp+q) et
(ki,..., kptq) tels que :

0/1,...,/p206t/p+1,.. /p+q>1
o kl,...,kPZ].etkp+]_,...,kp+q20,
o S ki =ket P =1.
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Identification aux séries formelles

Proposition

L’algeébre de Hopf d’incidence des posets de partitions semi-pointées est
isomorphe a la structure d’'algébre de Hopf sur I'algebre des polynémes en

les variables (32,/)&/21,96{0,1} donnée par la composition de paires de
séries formelles (F, G) de la forme suivante :

k

G=y+2 k1 kak,/)/i_L

k I
{ F=x+3 510, %%,
T
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Nombre de Mobius
Définition

Pour tout poset P, sa fonction de Mébius est définie par :

p(x,x) =1, Vx e P
px,y) = Z,uxz Vx<yeP.
x<z<y
Si P est borné, son nombre de Mébius P est ju(P) := p(0,1).
2{1H{2}{3}
— | T~
—1{1,2}{3} —1{1,3}{2} —1{1}{2,3}
~ |
1 {1,2,3}
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Lien entre nombre de Mobius et algebre de Hopf
d’incidence
Un caractéere d'une algebre de Hopf d'incidence H est une application

linéaire de H dans Q.
La convolution suivante est définie sur tous caractéres ¢ et ¢ :

P xp(P) = d(Pa))v(P)),

ol A(P) = 3" P1) ® P2y, avec la notation de Sweedler.
Les applications suivantes sont des caracteres :

C:P—1,

et
w: P p(P).

De plus, notant € la counité de I'algebre de Hopf,

Crp=pxC=c
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Applications : Calcul des nombres de Mobius

Les nombres de Mébius des intervalless M, et M, sont les coefficients
respectifs de A et B, ou A et B vérifient :

{ (eB —1)e? = x,

AeAtB — y.

Bérénice Delcroix-Oger (ICJ -Lyon) AHI des posets de partitions semi-pointées Jeudi 18 Décembre 2014 29 /31



Applications : Calcul des nombres de Mobius

Les nombres de Mébius des intervalless M, et M, sont les coefficients
respectifs de A et B, ou A et B vérifient :

{ (eB —1)e? = x,

AeAtB — y.

Nous obtenons alors par inversion de Lagrange :

L+ p=1) i xtyP
A= —1)¢tp 1(—g+p€ 127
EZ%ZO( ) (¢—1)! ( ) p!

L+ p-1)! _ xtyP
A-‘rB_l: _1£+P 1( _1E1

>1,p>0
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Ou sont les especes et les hyperarbres ?
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Merci de votre attention!
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