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Le treillis de Tamari, introduit par Tamari en 1962, et ses généralisations successives, intro-
duites par Bergeron et Préville-Ratelle en 2012 et Préville-Ratelle et Viennot en 2014
, forment un sujet de recherche trés actif. Son étude se relie & des sujets de domaines trés
divers, au confluent de 'algébre, de la géométrie et de la combinatoire. L’étude du treillis de
Tamari se relie ainsi & la géométrie des polytopes, a certaines algébres classiques ou encore aux
cartes planaires. Elle a été motivée notamment dans ces 20 derniéres années par le lien entre les
intervalles du treillis de Tamari et les coinvariants diagonaux en algébre. En effet, cette étude
initiée par Bergeron, Garsia et Haiman [1] fait, depuis la fin des années 1990, I'objet de recherches
actives qui ont menées aux preuves successives des conjectures n ! , Shuffle et Delta ﬂ§|,
7], ainsi qu’a la formulation de problémes toujours ouverts.

Ce treillis peut étre défini sur différents objets énumérés par les nombres de Catalan, tels que les
chemins de Dyck ou encore les arbres binaires. Un chemin de Dyck de taille n est un chemin
du plan de (0,0) a (n,n), utilisant uniquement des pas de la forme (1,0) ou (0,1) et restant
au-dessus de la droite x = y. Le treillis de Tamari peut étre obtenu en munissant ’ensemble des
chemins de Dyck de I'ordre défini comme sur la figure [1 ol le pas bleu est un pas horizontal
précédant un pas vertical et le chemin rouge ne touche la diagonale en pointillé rouge qu’a ses
deux extrémités. De méme, ’ordre de Tamari se définit aussi sur les arbres binaires plans comme
une rotation, comme illustré sur la méme figure (avec A, B et C des arbres binaires plans).

FIGURE 1 — Rotation sur des chemins de Dyck et des arbres binaires

Le poset (ou ensemble partiellement ordonné) obtenu avec cet ordre est représenté figure 2] et
79

Le nombre d’intervalles dans le treillis de Tamari joue un réle clé dans I’étude des coinvariants
diagonaux. En 2007, Frédéric Chapoton [5| I’a calculé :

(1) ®


berenice.delcroix-oger@umontpellier.fr
berenice.delcroix-oger@umontpellier.fr
josuat@irif.fr

Stage de M2 Année 2022-2023

FIGURE 2 — Ordre de Tamari sur les chemins de Dyck et les arbres binaires plans

Ce nombre a été retrouvé de maniére combinatoire par Grégory Chatel et Viviane Pons [6].
Une version étiquetée d’une généralisation de ces intervalles a été étudiée par Mireille Bousquet-
Mélou, Guillaume Chapuy et Louis-Francois Préville-Ratelle |3] :

(m +1)" (mn +1)" (2)

Ces derniers posent dans leur article la question d’un lien combinatoire entre cette formule et les
m-fonctions de parking, comptées par la formule suivante [14].

(mn + 1)1 (3)

Dans un travail récent en collaboration avec Matthieu Josuat-Vergés et Lucas Randazzo, nous
avons introduit la notion d’arbres de parking. Un arbre de parking sur V est la donnée d’une
partition 7 de V en |V| parts (éventuellement vides) et d’un arbre sur 7 tel qu'un sommet
étiqueté par une part 7; a m; fils. Nous avons montré que les arbres de parking sont en bijection
aves les fonctions de parking et que l'action du groupe symétrique sur les arbres de parking est
la méme que sur les fonctions de parking.

FIGURE 3 — L’arbre de parking correspondant & la fonction de parking 121101032710111 2.

Enfin, le treillis de Tamari a une interprétation géométrique comme le squelette d’un polytope
appelé associaédre représenté a gauche de la figure 4l Ce polytope fait partie d’'une famille de
polytopes appelée polytopes d’hypergraphes ou nestoédres définis comme des troncations du
simplexes (un exemple est représenté sur la partie droite de la figure |4)).

Dosen et Petri¢ [§] ont introduits des constructions, analogues aux tubages introduits par Post-
nikov, qui étiquettent les faces de ces polytopes : ceux-ci forment un point de départ pour une
construction analogue aux intervalles-posets.
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FIGURE 4 — A gauche, un associaédre. A droite, un exemple de nestoédre (hypercube).

Objectifs possibles :

e Généraliser les intervalles-posets de Chétel et Pons |]§|| aux nestoédres.

e Relier ces travaux aux fonctions de parking, notamment & une version commutative
du treillis de Tamari sur les fonctions de parking (via les arbres de parking).

e Donner une interprétation combinatoire de la formule de Bousquet-Mélou, Chapuy
et Préville-Ratel.

L’objectif principal du stage sera d’adapter les travaux de Chétel et Pons aux arbres de parking.
Le stage pourra ensuite se poursuivre dans différentes directions autour des algébres de Hopf,
des polytopes et de différents posets combinatoires suivant les gotits de 1’étudiant.
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